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1. Analyse

1.a. Donnez le domaine de définition de la fonction g(x) =
1− cos(sinx)

x2

1.b. Proposez une fonction h : R→ R continue en tout point de R et telle que h(x) = g(x)
pour tout point x du domaine de g(x) défini ci-dessus.

(On vous demande donc de ”boucher les trous” du domaine de g de façon à ce que la nouvelle

fonction soit continue.)
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Pour rappel, le théorème de Rolle s’énonce de la façon suivante:
Soit une fonction f : [a, b]→ R continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b).
Alors il existe au moins un réel c dans ]a, b[ tel que f ′(c) = 0

1.c. Soit la fonction f : [−1, 1] → R : f(x) =
√
|x|. Montrez que pour tout point x du

domaine de sa dérivée f ′ on a |f ′(x)| ≥ 1
2
.

Le raisonnement suivant mène à une conclusion absurde à propos de f(x):

“Etant donné que f(−1) = f(1) = 1, le théorème de Rolle implique l’existence d’un point
c ∈]− 1, 1[ tel que f ′(c) = 0. Dès lors, il suit de l’encadré ci-dessus que |f ′(c)| = 0 ≥ 1

2
.”

1.d. Ce raisonnement est nécessairement faux. Trouvez et expliquez l’erreur:
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Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volontairement
trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses alternatives

2. Analyse

Les étudiants élus au cercle des ingénieurs de l’UCL pour l’année qui vient ont fait
campagne sur l’écologie, le développement durable et le DIY (“Do it yourself ” ou “fais le
par toi-même”). Ils ont donc le projet de confectionner eux-mêmes, en collaboration avec
le laboratoire des polymères, de nouveaux gobelets réutilisables pour le bar du cercle. Un
groupe va d’ailleurs s’occuper de sélectionner un polymère 100% recyclable.

Vos collègues vous demandent de trouver le rapport h/d qui minimise la quantité
de matière utilisée pour fabriquer le gobelet. Ici h désigne la hauteur du gobelet et d
son diamètre. Attention: pour des raisons techniques, le fond du gobelet doit être deux fois
plus épais que sa paroi latérale.

Même si les vrais gobelets seront légèrement évasés pour permettre de les empiler facile-
ment, vous pouvez considérer, en première approximation, des gobelets formés d’un fond
plat circulaire d’épaisseur 2e, et d’un cylindre d’axe perpendiculaire au fond, dont la paroi
extérieure - le bord latéral du gobelet - est d’épaisseur e.

Pour simplifier encore le problème, vous pouvez considérer que l’épaisseur du bord du
gobelet (e) est très petite par rapport à son diamètre (d). De ce fait, le volume de polymère
utilisé pour réaliser un gobelet vaut: Vm = πd2e/2 + πd e h tandis que le volume du
contenu du gobelet vaut: V = πd2h/4.

Pour déterminer le rapport h/d optimal, vous pouvez considérer que le volume contenu V
est fixé et il est bien sûr non nul. Exposez votre raisonnement à l’intérieur des trois premiers
cadres. Dans le dernier cadre, recopiez uniquement votre résultat final et éventuellement les
résultats intermédiaires essentiels.

Cadre 1: exposé du raisonnement
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Cadre 2: suite de l’exposé du raisonnement pour la question 2
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Cadre 3: suite de l’exposé du raisonnement pour la question 2

Synthèse et résultat final:
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1. Analyse

Soit la fonction f : R→ R définie par

f(x) =

{
x
√
|x| sin(1/x) si x 6= 0

0 si x = 0

1.a. Sans faire de calcul, esquissez approximativement le graphe de la fonction pour des
valeurs de x proches de 0.

1.b. Calculez la dérivée f ′(x) pour tout x 6= 0.
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Numéro

1.c. La fonction f est-elle dérivable en x = 0? Si oui calculez f ′(0), si non expliquez
pourquoi.

1.d. Quel est le domaine de continuité de la fonction dérivée f ′?
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2. Analyse

Pour améliorer la mobilité en ville, de jeunes ingénieur.e.s veulent développer le transport
fluvial autonome. Leur prototype sera développé sur le lac de Louvain-la-Neuve. La navette
fera l’aller/retour en permanence entre les deux extrémités du lac - séparées d’une distance
d - en s’arrêtant à chaque extrémité du trajet pour débarquer/embarquer des passagers et
en profiter pour recharger la batterie électrique du bateau.

Comme tous les ingénieurs, ils veulent minimiser la durée totale d’un trajet qui inclut
bien sûr le temps de la traversée et le temps de recharge de la batterie. Le problème demande
réflexion, car la consommation d’énergie du bateau augmente linéairement avec sa vitesse:
v. Il ne suffit donc pas de naviguer le plus vite possible, car le temps de recharge risquerait
de compenser le gain en temps de trajet, voire de réduire la fréquence des navettes.

Pour simplifier le problème, on suppose que le bateau évolue à vitesse constante entre les
deux extrémités du parcours; les temps d’accélération/décélération étant négligeables.

L’énergie consommée par le bateau lors d’une traversée vaut:

E = Avd

où A= 0,1 [kWatt/(km/h)2] si v est exprimé en km/h et d en km. L’énergie E est ici exprimée
en kWatt.heure. Cette énergie est injectée dans la batterie du bateau à chaque escale par
un chargeur qui délivre une puissance P exprimée en kWatt, ce qui signifie qu’en un temps
t il aura injecté une puissance Pt. Par exemple, un chargeur de 100 kWatt branché pendant
une heure injecte une énergie de 100 kWatt.heure. On suppose ici que la perte d’énergie lors
de la recharge est négligeable et que toute l’énergie injectée est disponible pour actionner le
moteur du bateau.

2.a. Déterminez l’expression qui vous permettra de calculer la vitesse optimale (en fonction
de A et de P ).

2.b. L’équipe dispose pour son prototype d’un chargeur de 10 kWatt. Quelle est alors la
vitesse optimale (en km/h)? Combien faut-il de temps (heure) pour faire la traversée
et pour recharger la batterie si la navette parcourt chaque fois 1 km? Quelle doit être
la capacité minimale de la batterie (en kWatt·heure)?

2.c. Dans sa version commerciale, la navette devra naviguer à 30 km/h. Les trajets ne
dépasseront pas 1 km et il faut compter minimum 2 minutes d’embarquement/débarquement
pour les passagers. Sur la base de ce que vous savez, que suggérez-vous à l’équipe de
développement pour minimiser le coût du projet et maximiser son efficacité ?

(Veuillez répondre à l’intérieur des cadres des deux pages suivantes.)
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Développez ici les réponses au problème d’analyse:
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Suite des réponses au problème d’analyse:
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