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Numéro:

Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volontaire-
ment trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses alternatives.
Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir l’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans le
cadre initialement prévu pour la réponse.

Question 1: Étude de fonction
Rappel: La fonction ln est définie sur R+

0 . Elle est dérivable sur le même domaine, et
sa dérivée est ln′(x) = 1

x
. On a en outre limx→0+ ln(x) = −∞, limx→∞ ln(x) = ∞,

ln(1) = 0, et ln(a) + ln(b) = ln(ab) lorsque a, b appartiennent au domaine de définition,
ce qui fait que ln(1/x) = − ln(x).

On considère la fonction f : D ⊂ R→ R définie par

f(x) = ln

(
1

cos(x)

)
a) Quel est le domaine de définition de f?

1(a)

b) Précisez le domaine sur lequel f est dérivable, et calculez en la fonction dérivée f ′.

1(b)
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Numéro:

c) Calculez la dérivée seconde f ′′.

1(c)

d) Quels sont les minima et maxima locaux éventuels de f?

1(d)
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e) La fonction admet-elle des asymptotes? Si oui, pour chacune d’entre elles, donnez en
l’équation.

1(e)

f) Quelles sont les zones de croissance, décroissance, concavité positive et négative de f?
(Il est conseillé de répondre sous forme d’un tableau)

1(f)
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g) Sur base de vos résultats précédents, esquissez un graphique de la fonction f pour
x ∈ [−4π, 4π]

1(g)

h) Bonus permettant d’obtenir plus que le maximum à la question:
En ré-utilisant une partie de vos résultats précédents, esquissez le graphique de la fonc-

tion définie par f̄(x) = ln
(

1
(cos(x))2

)
pour x ∈ [−4π, 4π]

1(h)
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Question 2: Problème
La Région Wallonne souhaite s’engager en faveur de la réduction des émissions de CO2

en isolant les bâtiments. Elle a besoin de votre aide pour optimiser l’épaisseur d’isolant
utilisée.

Chaque quantité d’énergie utilisée, exprimée ci-dessous en kWh (le kWh est une unité
d’énergie qui correspond à une puissance de 1 kW pendant 1 heure) produit une certaine
quantité de CO2. Dans le problème qui nous occupe, on utilise de l’énergie pour chauffer
les bâtiments, mais aussi pour fabriquer l’isolant. Nous supposerons que tout kWh utilisé
produit la même quantité de CO2.

La déperdition d’énergie à travers les murs - due au chauffage - est inversement propor-
tionnelle à l’épaisseur de l’isolant (e, exprimée en mètre [m]), c’est à dire qu’elle peut
s’exprimer comme un multiple de 1/e. Dans le cas présent elle vaut 5 kWh par m2 de
mur et par an pour e = 0, 1 mètre.

La production de l’isolant demande 1000 kWh par m3. Ainsi, toujours pour e = 0, 1
mètre, la production de 1 m2 d’isolant consomme 100 kWh d’énergie.

On estime que la durée pendant laquelle l’isolant sera utile avant une nouvelle rénovation
du bâtiment est de 20 ans.

Quelle est l’épaisseur d’isolant qui permet de minimiser la production totale de CO2?

Solution problème 1/2
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Question 3:
Parmi les 6 sous-questions ci-dessous, nous ne prendrons en compte que les
4 les mieux réussies. Il n’est donc pas nécessaire de répondre à toutes les
sous-questions, et répondre de façon exacte à 4 sous-questions mène à la note
maximale pour cette question.

a) Soient a, b, c des constantes non nulles. On considère la fonction f définie par

f(x) =
ax2 + bx+ c

x2

En quel(s) point(s) x la fonction f admet-elle un maximum et/ou un minimum local?
S’agit-il de maximum ou de minimum (la réponse peut dépendre des valeurs a, b, c).

3(a) Réponse
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Numéro:

b) Donnez la primitive de la fonction f(x) =
cos(x)

1 + (sin(x))2

3(b)

c) Donnez la primitive de la fonction g(x) =
1

cos(x)
.

Suggestion: utilisez la forme équivalente g(x) =
cos(x)

1− (sin(x))2
.

3(c)
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d) Pour rappel, on dit que limx→∞ f(x) = c si pour tout ε > 0 il existe un M tel que
x > M ⇒ |f(x)− c| ≤ ε.

Soit f la fonction définie par f(x) =
1

x
sin(x2).

(i) Sur base de la définition ci-dessus, démontrez que limx→∞ f(x) = 0.

3(d)(i)

(ii) Bonus: Toujours sur base de la définition, démontrez qu’il n’est pas vrai que
limx→∞ f ′(x) = 0.

3(d)(ii) bonus
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e) Calculez la limite suivante

lim
x→0

x(exp(sin(x))− 1)

sin(x)2

3(e)
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f) On considère un pièce mécanique obtenue de longueur 2π, et dont la forme est définie
par la révolution autour de l’axe des abcisses de la fonction

[0, 2π]→ R : x→ f(x) = sin(x) exp(x)

(i) Exprimez le volume de cette pièce sous forme d’une intégrale

3(f) Intégrale

(ii) Calculez la valeur de cette intégrale.
Rappel: cos 2θ = 1− 2 sin(θ)2

3(f) Valeur
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Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez à préciser la/les questions.

Page 12/12



UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Septembre 2021

NOM:

Prénom:

Numéro:

Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volontaire-
ment trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses alternatives.
Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le(s) CADRE(S) EN FIN DE
QUESTIONNAIRE sans intervertir l’ordre des pages, et (ii) indiquez le claire-
ment dans le cadre initialement prévu pour la réponse.

Question 1: Étude de fonction
Rappel: La fonction ln est définie sur R+

0 . Elle est dérivable sur le même domaine, et
sa dérivée est ln′(x) = 1

x
. On a en outre limx→0+ ln(x) = −∞, limx→∞ ln(x) = ∞,

ln(1) = 0, et ln(a) + ln(b) = ln(ab) lorsque a, b appartiennent au domaine de définition,
ce qui fait que ln(1/x) = − ln(x).

On considère la fonction f : D ⊂ R→ R définie par

f(x) = x+ 2 ln

(
1 +

1

x

)
.

a) Quel est le domaine de définition D de f?

1(a)
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Numéro:

b) Précisez le domaine sur lequel f est dérivable, calculez en la fonction dérivée f ′, ainsi
que les racines éventuelles de f ′.

1(b)

c) Calculez la dérivée seconde f ′′.

1(c)
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d) Donnez l’équation de chacune des asymptotes éventuelles de f .

1(d)
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e) Quels sont les zones de croissance, décroissance, concavité positive et négative, ainsi
que les minima et maxima éventuels de f? Répondez sous forme d’un tableau.
Il n’est pas demandé de déterminer le signe de f en fonction de x ni les racines de f .

1(e)

f) Sur base de vos résultats précédents, esquissez un graphique de la fonction f .

1(f)
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Question 2: Problème
Deux de vos amies doivent concevoir des bôıtes métalliques de 1 litre = 1dm3 de volume,
qui doivent avoir la forme d’un parallélépipède rectangle à base carrée afin de bien pou-
voir les empiler. Les bôıtes existantes ont par exemple 2dm × 2dm de base et 0,25dm
de haut. Mais il semble que la surface S de la bôıte soit trop importante, ce qui se
traduit en un gaspillage de métal. La quantité de métal M à utiliser par bôıte est en
effet directement proportionnelle à S: M = αS pour une constante α.

a) Proposer des dimensions (côté et hauteur) permettant de minimiser la quantité de
métal à utiliser par bôıte, et donnez la quantité M1 de métal correspondante. Quelle est
la forme de la boite?

b) Suite à la réponse (a) vos amies se rendent compte que comme les boites seront em-
pilées, il est inutile d’utiliser du métal pour couvrir leur faces supérieures. (En d’autres
mots: les boites n’ont plus besoin de couvercle). Supposons qu’elles gardent exactement
les mêmes dimensions qu’en (a), quelle est maintenant la quantité M2 de métal nécessaire
par boite ?

c) Est-il possible de réaliser une plus grande économie de métal qu’en (b) en re-modifiant
les dimensions des boites pour tenir compte de l’absence de couvercle? Si oui, à quelle
quantité M3 de métal arrivez-vous?
La réponse sera donnée sous forme symbolique : il n’est donc pas demandé de fournir
un approximation numérique.

2 Solution problème 1/2
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2 Solution problème 2/2
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Question 3:
Parmi les 6 sous-questions ci-dessous, nous ne prendrons en compte que les
4 les mieux réussies. Il n’est donc pas nécessaire de répondre à toutes les
sous-questions, et répondre de façon exacte à 4 sous-questions mène à la note
maximale pour cette question.

a) Soit la fonction f : R→ R définie par

f(x) =
a

1 + e−bx
.

Déterminez les valeurs de a et b pour que:

- f(0) = 1
2
.

- la tangente à f en (x = 0) passe par la coordonnée (x, y) = (2, 1).

3(a) a = b =

3(a) Développement
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b) Calculez les primitives des fonctions suivantes. La primitive de f sera utile pour
trouver celle de g.

f(x) =
−2x√
1− x2

g(x) =
x√

1− x2
arcsin(x)

Rappel, arcsin est la réciproque de sin, et sa dérivée est arcsin′(x) = 1√
1−x2 .

3(b)
∫
f(x)dx =

∫
g(x)dx =

3(b) Développement
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Numéro:

c) Déterminez une primitive de la fonction définie par

f(x) =
2ex

(ex)2 − 1
,

Pour rappel, la fonction exponentielle est définie sur R et prend des valeurs positives.
On a en outre e0 = 1, ea+b = eaeb, et (ex)p = exp pour tout entier p. En outre (ex)′ = ex.

3(c) ∫
f(x)dx =

3(c) Développement
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d) Soit f : R→ R : f(x) =
sin(x)

x
si x 6= 0 et f(0) = 1. Démontrez que

(i) f est continue en 0,
(ii) f est dérivable en 0,
(iii) la fonction dérivée f ′ est continue en 0.

3(d)
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e) (i) Soit g :]− π/2 : π/2[→ R : x→ g(x) = tan(x)− x.
Exploitez la dérivée de g pour montrer que g n’a qu’une seule racine, et déterminer les
zones où elle est positive et négative.

(ii) Soit la fonction C2 f : R→ R = x→ f(x) définie par

f(x) =
sin(x)

x
si x 6= 0 et f(0) = 1.

Sur base du résultat (i), donnez les zones de croissance et de décroissance de f restreinte
à x ∈]− π/2, π/2[, x 6= 0.

(iii) En exploitant les résultats précédents, prouvez que f(x) ≤ 1 pour tout x ∈ R.
Suggestion: Traitez séparément les cas |x| ≤ 1 et |x| > 1, en vous rappelant que 1 < π/2.

3(e)
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f) Pour rappel, le théorème des accroissements finis peut s’énoncer:
Soient a et b deux reéls tels que a < b, et f : R → R une fonction continue sur [a, b] et

dérivable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un réel c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = f(b)−f(a)
b−a .

Démontrer l’affirmation suivante:

Soit f : R+ → R+ une fonction de classe C∞, c’est à dire indéfiniment dérivable, ayant
la particularité suivante: f(n) = n pour tout entier n ≥ 0.
Alors, pour tout entier p, l’intervalle [0, p] contient
(i) au moins p points xi distincts pour lesquels f ′(xi) = 1
(ii) au moins p− 1 points yi distincts pour lesquels f ′′(yi) = 0.

Suggestion: commencer par (i) est de faire un dessin.

3(f)
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