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Informations importantes:

e Il n’est pas nécessaire de remplir ’entiereté des cadres, certains sont volon-
tairement trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses al-
ternatives.

e Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisezle CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir ’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

e Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le raisonnement, il est attendu que votre raisonnement figure dans
cette deuxieme case. La réponse seule ne sera pas acceptée.

e Inscrivez vos nom, prénom et numéro sur la premiere page et seulement
votre nom sur les autres. A la fin de ’examen, vos feuilles doivent étre
triées dans l’ordre initial.

Convention de notation: Nous utilisons e* pour la fonction exponentielle, In(x) pour le
logarithme Népérien, et sin® x ou sin® z pour le carré ou le cube de sinz. La méme convention
est utilisée pour les autres fonctions trigonométriques.
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Question 1: Etude de fonction:
On considere la fonction f: D C R — R définie par

f(x) = (Hﬁ)

a) Quel est le domaine de définition de D de f7

1(a)

b) Calculez en la fonction dérivée f.

1(b)

c¢) Calculez la fonction dérivée seconde f”.

1(c)
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d) Quels sont les minima et maxima locaux éventuels de f7

1(d)

e) Sur base de vos résultats précédents, esquissez un graphique de la fonction f pour
x € [—3m,3n]. Veillez a aussi y indiquer la position de ses racines.

1(e)
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Question 2: Probleme
Vous avez con¢u un drone-lanceur électrique dont le but est de monter en ligne droite
jusqu’a une altitude H depuis le sol supposé a altitude 0, puis d’entamer immédiatement
une lente descente grace a un systeme de parachute, afin de prendre des mesures dans
I'atmosphere. On appellera x(t) l'altitude du dispositif au temps ¢, avec ¢ = 0 le moment
du décollage. La montée se fait a vitesse constante v de sorte que x(t) = vt.

Vous vous intéressez a la consommation énergétique de votre drone-lanceur. Durant la
montée, la consommation énergétique instantanée par unité de temps Q(t) peut s’écrire
comme la somme de deux termes:

e un terme indépendant K lié au fait de maintenir le dispositif de propulsion allumé.

e un terme C,v3 lié au frottement de Iair.

Donc si C, était constant, la consommation pendant une période AT serait de
(K + Cv*)AT.

Des recherches plus poussées vous montrent que le coefficient C,, n’est en fait pas constant
car la densité de I'air diminue avec I'altitude x. Vous trouvez alors ’expression

C

© =0 1 o0)

avec C' une constante. La consommation énergétique instantanée Q(t) varie donc au
cours du temps, et I’énergie totale dépensée durant la montée s’obtient en intégrant Q(t)
durant le temps de la montée, ce qui est équivalent a calculer I'aire sous la courbe Q(t).

Note: Les constantes K, C, xy sont positives.

a) A quel instant T votre lanceur atteint-il l'altitude H?

T —
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b) Donnez la consommation énergétique totale d’'une montée depuis l'altitude 0 jusqu’a
I’altitude H. Exprimez votre réponse en fonction de v et des quatre constantes K, C, xq, H.

Consommation énergétique:

Développement:

¢) Quelle vitesse v faut il choisir afin de minimiser cette consommation énergétique
totale? Quelle est alors la consommation totale minimale?

Vitesse optimale:

Consommation totale optimale:

Développement:
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Question 3:
Calculez la primitive suivante

/ sin® x
—dzx.
(14 cosx)

Réponse:
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Question 4:
Soit > 1et 0 < a < 1, de sorte que 2'7% < x < 27, Prouvez que

1 1 1
- (1——a)<ln$<—(a:“—1).

a T a

Réponse:
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Question 5:
Soit f : RT — R* une fonction dérivable ayant la propriété que f'(x) = —(f(z))? pour
tout z. Calculez la dérivée de la fonction 1/f.
Déduisez-en une expression générale de la classe de fonction satisfaisant cette propriété.

) = flw) =

Développement:
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Question 6:
Soit f: R — R définie par

flz)=a si x = 2,
f(gz:):(1656__(:—282277):]C2 si x # 27,

Sachant que f est continue, déterminer la valeur de a.

Développement:
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Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez a préciser la/les questions.
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Informations importantes:

e Il n’est pas nécessaire de remplir ’entiereté des cadres, certains sont volon-
tairement trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses al-
ternatives.

e Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisezle CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir ’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

e Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le développement, il est attendu que votre développement figure dans
cette deuxieme case. La réponse seule ne sera pas acceptée. De méme, un
développement sans réponse finale dans la premiére case pourra ne pas étre
considéré.

e Inscrivez vos nom, prénom et numéro sur la premiere page et seulement
votre nom sur les autres. A la fin de ’examen, vos feuilles doivent étre
triées dans ’ordre initial.

Convention de notation: Nous utilisons e* pour la fonction exponentielle, Inx pour le
logarithme Népérien, et sin® x ou sin® x pour le carré ou le cube de sinz. La méme convention
est utilisée pour les autres fonctions trigonométriques.
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Question 1: Etude de fonction:
On considere la fonction f: D C R — R définie par

cos?

J(w) = (1+cosz)

a) Quel est le domaine de définition D de f7

1(a)

b) Calculez la fonction dérivée f’.

1(b)
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¢) Quels sont les minima et maxima locaux éventuels de f7
Note: Il ne vous est pas demandé de calculer la dérivée seconde.

1(c)

d) Sur base de vos résultats précédents, esquissez le graphique de la fonction f pour
x € [—m,7]. Veillez a aussi y indiquer la position des racines, s’il y en a.

1(d)
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Question 2: Probleme
Vous concevez une piece mécanique de longueur 2 obtenue par révolution d’une fonction
f =1[-1;1] — R autour de I’axe des abscisses, et devez choisir f de fagon & minimiser le
volume V de la piece. Il vous faut toutefois tenir compte de plusieurs contraintes:

e Le rayon de la piece doit valoir 1 aux extrémités, et on impose donc que la valeur
de f soit 1 aux extrémités du domaine.
e Pour des raisons techniques liées au mécanisme de production, vous ne pouvez

utiliser que des fonctions de type f(z) =az?+ bz +c.

Il est a noter que la technologie que vous employez ne nécessite pas que f soit positive
sur tout le domaine; et vous pouvez donc utiliser une fonction f qui prend aussi des
valeurs négatives.

Quelle fonction utiliserez-vous? Et quel sera alors le volume de la piece?

fx) = V=

Développement 1/2:
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Développement 2/2:
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Question 3:
Obtenez une primitive g de la fonction f analysée a la Question 1:

cos’
Y
9(x) /(1+cos:v) v

Rappels: cos2a = 2cos’a — 1 =1—2sin’a, et a®> — b*> = (a +b)(a —b).

Réponse: g(x) =

Développement:
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Question 4:

Soit x > 1. Démontrez que
1
l—-—<hx<z-1.
x

Réponse:

En utilisant ce résultat, démontrez alors aussi que

OS/ Insds < (x— 1)
1

Réponse:
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Question 5:
Calculez la limite
. (In(z) +sin(x))
lim -
z—oo (In(x2?) + sin(x?))

Solution:

Développement:

Question 6:
Soient a < b < ¢ trois nombre réels, et la fonction f: R — R définie par

f(x) = (z —a)(z = b)(z — ).

Prouvez que la fonction dérivée f’ possede au moins deux racines distinctes.

Réponse:

Page 8/9




ECOLE NOM:
E“ POLYTECHNIQUE

DE LOUVAIN
UCLouvain - Examen d’admission o o ) o
Analyse - Septembre 2022 (inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez a préciser la/les questions auxquelle
ce cadre se rapporte.
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