
UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

Prénom:

Numéro:

Informations importantes:

• Les calculatrices, téléphones et instruments similaires sont interdits.

• Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volon-
tairement trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses al-
ternatives.

• Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir l’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

• Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le raisonnement, il est attendu que vous indiquiez à la fois la réponse
et le raisonnement dans ces cases. Une réponse sans raisonnement ou un
raisonnement sans réponse finale ne seront pas acceptés.

• Inscrivez vos Nom, Prénom et Numéro sur la première page et seulement
votre nom sur les autres. A la fin de l’examen, vos feuilles doivent être
triées dans l’ordre initial.

Convention de notation: Nous utilisons ex pour la fonction exponentielle, ln(x) pour le
logarithme Népérien, et sin2(x) ou sin3(x) pour le carré ou le cube de sin(x). La même
convention est utilisée pour les autres fonctions.
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 1: Étude de fonction:
On considère la fonction R→ R définie par

f(x) = x2 sin(x2) + cos(x2)

a) Obtenez la fonction dérivée f ′, et identifiez les points qui pourraient être un minimum
ou un maximum local.

1(a)

b) Obtenez la fonction dérivée seconde f ′′.

1(b)
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

c) Sur base de vos résultats précédents, réaliser un tableau reprenant les zones de crois-
sance et de décroissance de la fonction sur [−2

√
π, 2
√
π], et esquissez la fonction sur le

même intervalle.
Il ne vous est pas demandé de calculer les racines ni le signe de la dérivée seconde en
dehors des points où la dérivée première s’annule.

1(c)
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 2: Problème:
Vous êtes sur une plaine de sable, et devez vous rendre à une destination située à une
distance L à l’est de votre position actuelle. En regardant votre carte, vous réalisez qu’il
existe une route dans la plaine, située 1 km au sud de votre position, et orientée est-ouest
(donc parallèle à la ligne reliant votre position à votre destination).

Vous décidez de marcher selon une ligne droite diagonale vers un point judicieusement
choisi de la route, de suivre ensuite la route sur une certaine distance vers l’est, puis
de la quitter pour rejoindre la destination en suivant une droite diagonale symétrique à
la première droite, comme représenté sur le schéma ci-dessous. Le “choix judicieux” du
point est fait de façon à ce que votre trajet dure le moins de temps possible.

Votre position Destination

route

L

1km 1km

Itinéraire suivi

a) En sachant que vous marchez à 3km/h dans le sable, et à 5km/h sur la route, quelle
sera la durée de votre trajet?

Durée du trajet:

Justification 1/2
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Justification 2/2

b) Pour quelles distances L aurait-il été plus rapide de marcher directement en ligne
droite vers votre destination?
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 3:
Calculez la limite suivante

lim
x→0

(ln(1 + x) + ln(1− x))

(1− cos(x))

Réponse:

Développement:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 4:
Il peut-être prouvé que, pour tout x ≥ 0,

1− ln(1 + x) ≤ e−x .

En utilisant ce résultat, démontrez que

e−x ≤ (1 + x) ln(1 + x) + (1− 2x) .

Note: On a donc obtenu deux fonctions qui bornent e−x par en dessous et par au dessus.

Réponse:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 5:
Pour rappel, le théorème de Rolle s’énonce de la façon suivante:
Soit une fonction f : [a, b] → R continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ telle que
f(a) = f(b). Alors il existe au moins un réel c dans ]a, b[ tel que f ′(c) = 0

Pour quelle(s) fonction(s) parmi les quatre suivantes peut-on utiliser le théorème de Rolle
pour prouver l’existence d’un point c ∈]− 1, 1[ auquel la dérivée s’annule.
Entourez à chaque fois la bonne réponse et justifiez la de façon succincte sur base des
hypothèses du théorème.

f(x) = 1−
√
|x|,

OUI/NON - car

g(x) = x− 1

x
,

OUI/NON - car

h(x) = ln(1 + x2),

OUI/NON - car

w(x) = x− x5,

OUI/NON - car
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 1

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez à préciser la/les questions.
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

Prénom:

Numéro:

Informations importantes:

• Les calculatrices, téléphones et instruments similaires sont interdits.

• Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volon-
tairement trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses al-
ternatives.

• Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir l’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

• Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le raisonnement, il est attendu que vous indiquiez à la fois la réponse
et le raisonnement dans ces cases. Une réponse sans raisonnement ou un
raisonnement sans réponse finale ne seront pas acceptés.

• Inscrivez vos Nom, Prénom et Numéro sur la première page et seulement
votre nom sur les autres. A la fin de l’examen, vos feuilles doivent être
triées dans l’ordre initial.

Convention de notation: Nous utilisons ex pour la fonction exponentielle, ln(x) pour le
logarithme Népérien, et sin2(x) ou sin3(x) pour le carré ou le cube de sin(x). La même
convention est utilisée pour les autres fonctions.
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 1: Étude de fonction:
On considère la fonction f : D ⊂ R→ R définie par

f(x) = 3 cos(x)− cos3(x)

a) Obtenez la fonction dérivée f ′, et identifiez les points qui pourraient être un minimum
ou un maximum local.

1(a)

b) Obtenez la fonction dérivée seconde f ′′.

1(b)
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

c) Sur base de vos résultats précédents, réaliser un tableau reprenant les zones de crois-
sance et de décroissance de la fonction, ainsi que de concavité positive et négative pour
x ∈ [−3π, 3π]. Esquissez ensuite un graphique de la fonction sur le même intervalle, en
veillant à indiquer la position de ses racines.

1(c)
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 2: Problème
Vous devez effectuer des expériences avec un nouvel accélérateur de particules construit
selon une technologie qui impose que la position x de la particule au temps t ∈ R,
exprimé en nanosecondes, soit

x(t) = b e−
1
2
at2 ,

pour des paramètres a et b à choisir. On rappelle que la vitesse v(t) de la particule est
la dérivée de la position x(t) par rapport au temps t.

Vous devez réaliser une expérience dans les conditions suivantes:

- Au moment t = 0, la particule passe devant un détecteur positionné en x = 1.

- La particule doit être éclairée par un rayon laser exactement une nanoseconde avant
d’arriver devant le détecteur, à une position x∗ qui n’est pas imposée.

- L’efficacité de l’expérience impose que la particule aille le plus vite possible au moment
où elle est éclairée.

Quelles valeurs de a et b devez-vous choisir? En quelle position x∗ devez-vous alors
positionner votre rayon laser?

a = b = x∗ =

Développement 1/2
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Développement 2/2
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 3:
Soit la fonction f : R→ R définie par

f(x) = e(e
x) + a ex + b

pour deux coefficients a et b ∈ R. Sous quelles conditions sur a et b la fonction f admet-
elle un minimum? En quel point x∗ ce minimum est-il atteint?
Vous pouvez considérer que f ′′(x∗) a le “bon” signe, et il ne vous est donc pas demandé
de le calculer.

Condititions: x∗ =

Développement:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 4:
Obtenez la primitive suivante

g(x) =

∫ (
x2 cos(x)− x cos(x2)

)
dx .

Réponse:

Développement:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 5:
En exploitant le fait que ex ≥ 1 pour tout x ≥ 0, prouvez que

ex ≥ 1 + x, ∀x ≥ 0.

Grâce aux propriétés de l’exponentielle, déduisez-en ensuite que

ey ≥
(

1 +
y

n

)n
pour tout entier n et y > 0.

Réponse:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Juillet 2023 - Série 2

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez à préciser la/les questions.

Page 9/9



UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

Prénom:

Numéro:

Informations importantes:

• Les calculatrices, téléphones et instruments similaires sont interdits.

• Il n’est pas nécessaire de remplir l’entièreté des cadres, certains sont volon-
tairement trop longs pour s’adapter aux grandes écritures et réponses al-
ternatives.

• Si vous avez besoin de plus de place, (i) utilisez le CADRE DE LA DERNIERE
PAGE sans intervertir l’ordre des pages, et (ii) indiquez le clairement dans
le cadre initialement prévu pour la réponse.

• Lorsqu’une question comporte un cadre pour la réponse finale et un cadre
pour le raisonnement, il est attendu que vous indiquiez à la fois la réponse
et le raisonnement dans ces cases. Une réponse sans raisonnement ou un
raisonnement sans réponse finale ne seront pas acceptés.

• Inscrivez vos Nom, Prénom et Numéro sur la première page et seulement
votre nom sur les autres. A la fin de l’examen, vos feuilles doivent être
triées dans l’ordre initial.

Convention de notation: Nous utilisons ex pour la fonction exponentielle, lnx pour le
logarithme Népérien, et sin2 x ou sin3 x pour le carré ou le cube de sinx. La même convention
est utilisée pour les autres fonctions.
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 1: Étude de fonction:
On considère la fonction f : D ⊂ R→ R définie par

f(x) =
x

cos2 x
.

a) Quel est le domaine de définition D de f?

b) Obtenez la fonction dérivée f ′.

c) Obtenez les valeurs de f et de f ′ en x = 0, π
4
, π

2
, 3π

4
et π. Faites le détail des calculs

sur un brouillon, et ne reportez ici que les valeurs finales dans un tableau:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

d) Sur base de ces résultats, esquissez (proprement, avec des axes chiffrés) la fonction
f pour x ∈ [0, π]. Veillez à aussi y indiquer la position de racines et d’asymptotes
éventuelles. Indiquez-y également la position approximative d’extrema, s’il y en a.
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 2: Problème
Vous êtes responsable de la conception de l’éclairage dans un train de nuit. Même lorsque
tout les volets sont fermés, il ne fait pas entièrement noir et l’intensité lumineuse varie
en fonction du temps selon b (1 + sin t), avec b une constante donnée. Pour contrôler le
confort, il convient de rajouter un éclairage de faible intensité a à choisir, de sorte que
l’intensité totale ressentie est

`(t) = a+ b (1 + sin t) .

Il se fait que le niveau d’inconfort dû à la lumière n’est pas directement proportionnel à
`(t), mais dépend également de sa variation relative: lorsqu’il fait très noir, une variation
rapide est assez désagréable même si elle est de faible intensité. On modélise donc le
degré d’inconfort au temps t par la fonction suivante:

c(t) = `(t) +
|`′(t)|
`(t)

,

et l’inconfort moyen ressenti c̄ comme l’intégrale de cette fonction sur l’intervalle de
temps −π

2
≤ t ≤ π

2
, divisé par la durée de cet intervalle.

a) Quel a devez vous choisir pour minimiser l’inconfort moyen?

a =

développement 1/2
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

développement 2/2

b) Même question en supposant maintenant que l’intensité que vous ne pouvez pas
contrôler est b (1 + sin(λ t)) avec λ une fréquence donnée. L’intervalle d’intégration pour
évaluer c̄ doit alors être − π

2λ
≤ t ≤ π

2λ
.

a =

développement
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 3: Primitive:
Obtenez la primitive de la fonction f analysée à la Question 1

g(x) =

∫
x

cos2 x
dx .

Réponse:

Développement:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 4: Conséquences des propriétés d’une fonction
On considère une fonction f : I → R deux fois continument dérivable ayant les propriétés
suivantes pour tout x dans l’intervalle I:
(i) f ′′(x) = −f(x),
(ii) f ′(x) ≥ 0.

a) Prouvez que f 2(x) + f ′2(x) est une constante positive. On la notera k2.

b) On définit maintenant g : I → R par

g(x) = arcsin

(
f(x)

k

)
Calculez la dérivée g′(x), et donnez-en l’expression la plus simplifiée possible.

g′(x) =

Développement:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

c) Déduisez-en une expression générale de l’ensemble des fonctions f satisfaisant les
propriétés (i) et (ii).

Réponse:
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Question 5: Bornes
Soit x ≥ 1: on a donc que 1 ≤ x ≤ x2. Démontrez que

1− 1

x
≤ lnx ≤ x− 1 .

Démontrez ensuite que la double inégalité ci-dessus est aussi satisfaite pour 0 < x ≤ 1.
Elle est donc satisfaite pour tout x > 0.
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UCLouvain - Examen d’admission
Analyse - Aout 2023 -

NOM:

(inutile d’inscrire le prénom et le numéro ici)

Cadre supplémentaire si nécessaire. Veillez à préciser la/les questions.
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