
Examen d’admission aux études d’ingénieur civil
Université catholique de Louvain

Analyse – Série 1, juillet 2018

Prénom et nom : Numéro :

Question 1

1. Déterminer les intervalles de croissance de la fonction f(x) = x2 lnx.

2. Calculer la limite suivante, pour une constante réelle t :

lim
x→0

ext − 1− xt
x2

3. Soit f : R → R, une fonction définie par

f(x) =
x− 1

1 + |x− 1|

a) Démontrer que f est dérivable au point x = 1 et donner la valeur de f ′(1).
b) La fonction f est-elle continue au point x = 1 ? Justifier.

4. Calculer la primitive suivante : ∫
dx

x2 + 4x+ 5
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Question 2

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative C d’une fonction f :]0,+∞[→ R
dérivable.

Fig. I : Courbe représentative C

On dispose des informations suivantes :
— Les points A,B,C ont pour coordonnées respectives (1,0) ; (1,2) ; (0,2).
— La courbe C passe par le point B, et la droite BC est tangente à C en B.
— Il existe deux réels positifs a et b tels que pour tout réel strictement positif x,

f(x) =
a+ b lnx

x
.

1. En utilisant le graphique, donner les valeurs de f(1) et f ′(1). En déduire les réels a et b.

2. Démontrer que pour tout réel x > 0, f ′(x) a la même signe que − lnx.

3. Déterminer limx→0 f(x) et limx→+∞ f(x).

4. En déduire le tableau de variation de la fonction f .

5. Démontrer que l’équation f(x) = 1 admet une unique solution sur l’intervalle [0, 1].

6. Démontrer que la courbe C partage le rectangle OABC en deux domaines d’aires égales.
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Question 3

Un panneau solaire photovoltäıque � monocristallin � se compose de cellules individuelles carrées
de dimension x [cm], découpées dans un monocristal de silicium circulaire de diamètre d [cm].
Comme on utilise au mieux la surface disponible, d = x

√
2.

Le format utile des panneaux à construire est de 100 x 200 [cm2], ce qui veut dire que l’on peut
disposer 1x2, 2x4, 3x6. . . cellules carrées dans un panneau. Les cellules individuelles pourraient
donc avoir comme dimensions : x = 100, 50, 33,3, 25, 20 . . . [cm].

Le fabricant souhaite optimiser la dimension des cellules individuelles pour minimiser le coût de
fabrication d’un panneau. Le coût lié aux cellules est la somme de deux composantes :
• La pose d’une cellule carrée par un robot a un coût fixe de 1 euro par cellule.
• La fabrication de grandes cellules est bien plus coûteux que celui de petites cellules car les
conditions de croissance des cristaux sont beaucoup plus contraignantes. En pratique, le coût d’une
cellule dépend non seulement de sa surface (variant en d2), mais aussi d’un autre facteur d2 qui
tient compte des coûts technologiques supplémentaires. En pratique, le coût d’une cellule en euros
suit la loi : αd4 où 1/α = 40000 [cm4].

Quelle valeur de x [cm] doit choisir notre fabricant ?
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Question 1

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f(x) = ln
(
lnx
x2

)
.

2. Calculer la limite suivante :

lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
.

3. Calculer l’intégrale suivante : ∫ π
2

0

dx

1 + cos2 x
.

4. Soit une fonction f : R → R ayant les propriétés suivantes :
a) f(0) = 0.

b) limx→0
f(x)
x = 0.

c) limx→±∞
f(x)
x = 1.

d) limx→±∞(f(x)− x) = 0.
Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f ′(0).
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Question 2

Soit la fonction f définie sur R par

f(x) =
3

1 + e−2x
.

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative C de la fonction f et la droite ∆
d’équation y = 3.

Fig. I : Courbe représentative C

On définit également la fonction h définie sur R par

h(x) = 3− f(x).

1. Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur R.

2. Justifier que la droite ∆ est asymptote à la courbe C.
3. Justifier que la fonction h est positive sur R.

4. Soit a un réel strictement positif
a) Donner une interprétation graphique de l’intégrale

∫ a
0 h(x) dx sur le graphique ci-dessus.

b) Cacluler
∫ 4
0 h(x) dx
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Question 3

Un ingénieur souhaite réduire la section d’une conduite d’air alimentant un bâtiment. La section
carrée doit passer de 20x20 [cm2] à 10x10 [cm2]. Il a fait l’essai suivant, mais le résultat est trop
bruyant car des turbulences sont générées en A et B.

Fig. I : Coupe selon un plan vertical parallèle à l’axe de la conduite. Les faces de la conduite sont

respectivement parallèle et perpendiculaire au plan de coupe.

Il rencontre un collègue qui lui dit qu’il est très important de soigner le profil de la transition pour
que le flux d’air soit le moins perturbé possible. Il faut d’abord éviter les angles présents en A et
B. La fonction f qui décrit la forme de la conduite doit donc avoir une dérivée continue sur toute la
longueur de la conduite. Ensuite, entre A et B, il est préférable que toutes les autres dérivées (f”,
f”’. . . ) soient continues en tout point.

Le collègue est appelé pour une urgence sur son téléphone et n’a malheureusement pas le temps de
lui donner la solution. . . Le temps presse, car la production n’attend pas. Pouvez-vous l’aider en
proposant une fonction simple qui décrive la forme de la transition dans le plan de coupe ? Cette
fonction doit respecter le critère f’ continue partout et f”, f”’. . . continues en tout point entre A
et B ? Le point A est séparé horizontalement du point B de 10 [cm] et verticalement de 5 [cm].

L’axe x est parallèle à la conduite et l’axe y - perpendiculaire à x - est dans le plan de coupe (voir
schéma ci-dessous). Prenez la référence (x, f(x)) = (0, 0) en A.
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Question 1

1. Déterminer k ∈ [π/2, π] pour que l’aire A de la partie de plan limitée par les courbes
y = sinx, y = cosx, et les droites x = 0 et x = k soit égale à 2

√
2.

2. Soit f une fonction dérivable. Dérivez les fonctions suivantes :
a) sin(f(x))
b) 1

3
√

f(x)2

c) (ln(f(ex)))

3. Calculer la primitive suivante : ∫
ex sin(ex)dx.
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Question 2

Soit la fonction f définie sur R par :

f(x) = xex−1 + 1.

On note C la courbe représentative de la fonction f .

1. a) Déterminer la limite de f en −∞ et en +∞.
b) f est dérivable sur R ; quelle est l’expression de f ′ ?
c) Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau de variation sur R.

2. Démontrer qu’une tangente à C en un point d’abscisse a strictement positive passe par
l’origine si et seulement si a vérifie l’égalité :

1− a2ea−1 = 0.

3. Donner une équation de la tangente recherchée.
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Question 3

Chaque matin, un voyageur de commerce prend sa Tesla S pour visiter ses clients. Son véhicule est
équipé d’une batterie de 60 kWh de capacité et, à 100 km/h, elle consomme 20 kWh pour effectuer
100 kms. La recharge coûte à son entreprise 0,2 euros/kWh. La tournée d’aujourd’hui va l’amener
à faire 250 kms et il n’y aura pas de borne de recharge sur sa route.

La veille, un ami lui explique que la consommation d’une voiture (énergie/km) augmente
linéairement avec sa vitesse, car les forces de frottement augmentent, elles, avec le carré de la
vitesse. Il lui suggère donc de rouler plus lentement pour consommer moins, et donc faire gagner de
l’argent à son patron ! Il en parle à ce dernier qui le remercie pour son attention, mais lui rappelle
qu’il doit aussi prendre en compte son salaire qui coûte 64 euros/heure à l’entreprise.

Quelle est la vitesse optimale à laquelle doit rouler notre voyageur de commerce ?
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