ECOLE
E“ POLYTECHNIQUE NOM :
DE LOUVAIN Prénom -

Examen d’Admission Numéro :

Géométrie
Juillet 2017 - Série 1

1. Géomeétrie synthétique :

Une sphére transparente B de rayon unité et de centre O est posée sur un plan horizontal II qu’elle
touche au point S. Le point N est le point diamétralement opposé a S sur la surface de la sphére.
Un plan IT', paralléle a IT et intersectant le segment de droite NS, est situé a une distance 1+ x de
N (avec z € [—1,1]). Le plan I intersecte la surface de B en un cercle C'.
L’ombre C de C’ sur II par rapport au point N est l'intersection de I avec le cone circulaire infini
de sommet N et contenant C’. Autrement dit, C est Pombre de C’ sur II si une source lumineuse
ponctuelle est placée en N.
(1) Tlustrez I’énoncé par un dessin clair et précis .
(2) Déterminez en fonction de x le volume du cone circulaire de sommet N et de base C dans II.
(3) Pour quelle valeur de x le volume de ce cone égale-t-il celui de la sphére ?

N.B. Veillez a justifier vos développements et mentionnez toutes les propriétés géométriques utilisées.
Des mesures sur un dessin ne constituent pas une démonstration.

1. Vous pouvez visualiser le probléme dans la section du plan vertical passant par la droite NS.
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2. Géométrie synthétique :

Dans le plan, on considére un segment horizontal reliant un point A & un point B, tous les deux
fixes. Un point C mobile, mais localisé au dessus du segment AB, forme un triangle ACB dont

Pangle C' = ACT est constant et vaut /3 (ou 60°).

(1) Trouvez le lieu du point C' et décrivez-le précisément.

(2) On prolonge le coté CB au dela de B et on désigne par C’ le point symétrique de C' par
rapport & B, c.-a-d., tel que CB = BC". Quel est le lieu du point milieu M du segment de
droite BC'?

Pour ces deux questions, illustrez le contexte par un dessin clair et précis. Veillez a justifier vos
développements et mentionnez toutes les propriétés géométriques utilisées. Des mesures sur un
dessin ne constituent pas une démonstration.
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1. Géomeétrie synthétique :

Durant son enfance, le jeune magicien Houdini s’entrainait déja a ses tours en plagant sur sa téte
un chapeau conique noir afin d’y cacher un lapin.

On considére que la téte du magicien est une sphére de rayon 4R, et que le lapin se met en boule
selon une sphére de rayon R posée au sommet de la téte de I'enfant. Le chapeau est un cone a
base circulaire parfaitement ajusté au magicien, autrement dit, sur son bord circulaire, le cone est
parfaitement tangent & la téte.

(1) Calculez, en fonction de R, la hauteur minimale h du chapeau afin que ce dernier cache le
lapin en restant ajusté & Houdini.

h =

(2) Calculez, en fonction de h, le volume V' du chapeau.

V(h) =

Ayant déterminé en (1) la hauteur optimale h de son chapeau, Houdini souhaite créer l'illusion que
son chapeau est vide pour réaliser son tour de magie face a ses camarades.

Il place donc un disque noir D (amovible) a I'intérieur du chapeau, de sorte que ce disque soit percé
en son centre par I’axe de symétrie du chapeau conique tout en étant perpendiculaire a ce dernier.
En outre, ce disque est tangent & la sphére du lapin dans la configuration décrite précédemment et
son rayon est tel que ses bords touchent la surface du chapeau.

Grace a ce stratagéme, Houdini pourra rapidement montrer l'intérieur intégralement noir de son
chapeau, qui d’apparence semblera vide, afin que, plus tard, en supprimant le disque, il puisse
fierement faire apparaitre son lapin.

(3) Sachant que le chapeau a la hauteur h déterminée en (1), quel est le rapport entre le volume V'
du chapeau contenu entre son sommet et le disque D, et le volume total V = V' (h) déterminé
en (2)7
VI
V =

Pour résoudre ce probléme, il vous est aussi demandé d’illustrer le contexte par un dessin clair et
précis, selon une section verticale plane du chapeau passant par son axe. Pour ces trois questions,
veuillez inscrire vos réponses finales dans les cadres prévus a cet effet et vos raisonnements/calculs
ci-dessous ou sur feuilles supplémentaires.
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2. Géométrie synthétique :

Dans le plan, on considére un cercle fixe de rayon r et de centre O. D’un point P, extérieur au
cercle, on trace une droite mobile qui intersecte le cercle en deux points A et B, A étant le point le
plus proche de P. On désigne également par C' le point du cercle le plus proche de P.

(1) Quel est le lieu du milieu M du segment de droite C'A?

(2) Quel est le lieu du centre de gravité N du triangle PAC, c.-a-d., le point d’intersection de

ses médianes 7

Pour ces deux questions, illustrez le contexte par un dessin clair et précis. Veillez a justifier vos
développements et mentionnez toutes les propriétés géométriques utilisées. Des mesures sur un
dessin ne constituent pas une démonstration.
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1. Géomeétrie synthétique :

Soit un cube de longueur d’aréte a. Les sommets d'une de ses faces sont nommés A, B, C et D
(avec AB, BC, CD et DA définissant les 4 arétes délimitant cette face). Les sommets de la face
opposée sont désignés par A’, B, C' et D', avec AA’, BB', CC’ et DD’ décrivant 4 autres arétes
du cube.

(1) Calculez l'aire S du triangle A’BD en fonction de a.

S(a) =

(2) Calculez, en fonction de a, la hauteur h du tétraédre A’BDA calculée a partir de sa
base A'BD.

h(a) =

(3) Etant donné le point d’intersection O des diagonales A’C', B'D, C'A et D'B, calculez le
rapport entre le volume V; du tétraédre A’BDA et le volume V5 du tétraedre A’BDO.

i
Vo T

N.B. Veillez a illustrer vos réponses sur un dessin clair et précis, et justifiez vos développements.
Des mesures sur un dessin ne constituent pas une démonstration. Veuillez inscrire vos réponses
finales dans les cadres prévus a cet effet et vos raisonnements/calculs ci-dessous ou sur feuilles
supplémentaires (indiquez y votre nom/prénom).
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2. Géométrie synthétique :

Soit un carré de co6té a dont on baptise les sommets par les lettres A, B, C' et D en suivant le sens
horloger. Sur chaque sommet, on centre un cercle de rayon a, ce qui définit un total de 4 cercles.

A Tintérieur du carré, ces quatre cercles générent quatre intersections que 'on nomme E, F, G
et H, de telle sorte que E soit le point le plus éloigné du segment BC, F' du segment AB, G du
segment AD et H du segment C'D.

Ces quatre points sont les sommets d’une forme géométrique particuliére, notée G, déterminée par
les quatre arcs de cercle reliant ensemble E, F', G et H.

(1) Tlustrez I’énoncé par un dessin clair et précis .

(2) Démontrez que EF = AEF et calculez le périmétre de G en fonction de a.

Périmétre de G =

(3) Calculez I'aire de la forme géométrique G en fonction? de a.

Aire de G =

N.B. Veillez a justifier vos développements et mentionnez toutes les propriétés géométriques utilisées.
Des mesures sur un dessin ne constituent pas une démonstration. Veuillez inscrire vos réponses
finales dans les cadres prévus a cet effet et vos raisonnements/calculs ci-dessous ou sur feuilles
supplémentaires (indiquez y votre nom/prénom).

1. Il n’est pas nécessaire de tracer les parties de cercles situées en dehors du carré.
2. Si vous obtenez des sinus et cosinus dans votre réponse finale, il n’est pas obligatoire de les faire disparaitre.
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