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Question 1 — Géométrie Analytique dans le plan

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;, ), on considere la conique C d’équation :

2? — P+ 2y = 4.

1.a. Apres avoir mis cette équation sous sa forme réduite, déterminer sa nature (le type de conique)

et ses directrices :

_1)\2
équation : % —w 31) =1 nature : | Hyperbole 1¢7¢ directrice - - \/Tg
2¢me directrice : T = —\/76

Justifiez brievement votre solution ici.
L’équation de la conique peut étre factorisée : 22 —y?+2y = 4 devient : 22— ((y— 1)%— 1) =4
et donc %2 — @ =1

Cette équation est de la forme : 2 _ (y_21)2 =1
a b

a’ =b* =3, donc ¢ =+a?+ 0 =6,

Les équations des directirces sont alors :

2 3 \/6

r=4L =42 =¥V

c V6 2

1.b. Calculer 'aire du triangle formé par les deux foyers I} et Fy, et le centre du repere O.

Aire : V6

Justifiez brievement votre solution ici.

Les foyers sont de coordonnées (£+/6, 1), donc la longueur de la base du triangle est 2v/6 et

celle de la hauteur de 1 (voir figure ci-dessous)

3
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Question 2 — Géométrie analytique dans 1’espace

Une entreprise développe un robot autonome destiné a assembler les charpentes en bois de maisons
individuelles. Afin de programmer les déplacements du robot, les différents éléments de la charpente
sont modélisés dans un repere orthonormé (O; Z, j, E), I'unité étant le metre.

L’aréte supérieure du premier mur est représentée par la droite dy, passant par le point A(2, —1, 3)
et de vecteur directeur @ = (4,2,0). Le second mur est parallele au premier. Un schéma de la
charpente est représenté sur la figure suivante. Le quadrilatere ABCD forme un rectangle.

Le robot doit respecter les contraintes suivantes :

e la distance entre les deux murs est de 2¢/5m afin de permettre sa circulation ;

e les chevrons reliant les murs a la poutre de faitage (poutre la plus haute de la charpente) ne
peuvent pas dépasser 5m de longueur ;

e le batiment a une longueur AB = 4v/5m.

Les trois questions suivantes sont indépendantes.

faitage F

chevron

2.a. Déterminer une équation paramétrique de la droite ds représentant ’aréte supérieure du second
mur, considérant que le second mur est situé du coté des y positifs et son aréte supérieure est
a la méme altitude que celle du premier mur.

Justifiez brievement votre solution ici.

r =4t
y=2t+3
z2=3

Le vecteur directeur de dy est le méme que celui de dy, soit 4@ = (4,2,0). Un vecteur horizontal
perpendiculaire a 4 est ¥ = (—2,4,0)

De plus, ||7]] = 1/(—2)? +42 = 2¢/5. Comme la distance entre les deux murs vaut 2v/5, le
point B=A+v=(2,—1,3)+ (—2,4,0) = (0,3, 3) appartient a d.
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2.b. Les points E et F sont situés sur les médiatrices de AD et BC respectivement.

Déterminer la hauteur maximale H du faitage par rapport au sol (plan d’équation z = 0)
compatible avec la longueur maximale des chevrons.

En déduire les coordonnées du point E..

H=| 3+2V5 E (1 , 1 ,3+2V5)

Justifiez brievement votre solution ici.

Les chevrons ont une longueur maximale de 5m. Comme la distance entre les deux murs vaut
21/5, le faitage est situé & mi-distance des deux murs, donc AM | = %5 = /5 ott M, désigne le
projeté horizontal de E sur I'aréte du mur.

Si h est la hauteur du faitage par rapport au sommet du mur, alors 5% = (v/5)? + h? Donc
h = 2v/5.

L’altitude des murs étant 3, la hauteur maximale du faitage par rapport au sol est H = 3+2v/5

Le point E est situé sur la médiatrice de AD, donc a mi-distance des deux murs. Avec
A(2,—1,3) et D(0,3,3), son projeté horizontal est le milieu de AD :

2 —1+3
M:C%Q ;,@=OA&

Ainsi,

E(1,1,3+2V5).

2.c. On admet que la hauteur du faitage est celle obtenue a la question précédente. A défaut, on
prendra une hauteur de 6 m.

Au moment de 1'assemblage de la toiture, le bras du robot est fixé au point G(4, —2, 3).

Déterminer la longueur minimale L. que doit avoir ce bras afin de pouvoir atteindre tous les
points de la toiture, sachant que le point le plus éloigné de G sur la toiture est le point C.

Justifiez brievement votre solution ici.

L= V97

Le point C' est situé sur la droite ds et le quadrilatere ABC'D est un rectangle.
Comme AB = 4v/5 et que ||i@]| = 2v/5, on a AB =24 = (4,2,0), donc B = A+2u = (10,3, 3).
D’apres la question 1, le vecteur de décalage entre les deux murs est E = (—2,4,0) Ainsi,

C=B+AD = (10,3,3) + (—2,4,0) = (8,7, 3).

La longueur minimale du bras est donc L = GC. Or

GC =+/(8—4)2+ (T—(-2))2+ (3 —3)2 =V9T.
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Question 3 — Géométrie synthétique (1) : amplitude

B Y C
Dans un carré ABCD, on trace un arc de cercle de centre
A passant par B et D. On trace ensuite le segment DY, ou
.. ; . .
Y € [BC], qui intersecte 'arc en X comme illustré ci-contre. Mboo o\ N
L’objectif est de calculer 'amplitude de ’angle ADY sachant
que X est le milieu du segment DY .
A D

3.a. Sans calcul ni démonstration, énoncer clairement et succinctement les étapes clés d’une résolution
du probleme. Numéroter ces étapes dans I'ordre du raisonnement proposé.

Soit [M N le segment passant par X et parallele a [AD] avec M € [AB] et N € [CD].

1. Montrer que les triangles DY'C' et DX N sont semblables.

2. Déduire que M est le milieu de [AB] et sin DAX = 1

3. Montrer que |fTDTY] =90° — % comme le triangle AX D est isocele.

3.b. Suivre point par point le raisonnement décrit ci-dessus afin de calculer 'amplitude demandée.

Justifier soigneusement chaque étape.

Soit ¢ la longueur des cotés du carré ABCD. |m| _ 750

1. Les deux triangles sont rectangles en C' et N par construction.
Ils ont également un (autre) angle commun Y DC = XDN.

2. Par conséquent, N est le milieu de [DC] comme X est le milieu de [DY]. Vu que M N est
parallele a AD et que |AB| = |DC|, M est le milieu de [AB].

Des lors, sin DAX = % = 6/72 = 1 comme le rayon |[AX| = |AD| =c.

Ainsi, DAX = 30° car I’angle est aigu par construction.
3. Pour finir, dans le triangle AX D qui est isocele (voir plus haut |[AX| = |AD| = ¢), 180° =
|IDAX|+ 2 |ADX]| ce qui est équivalent & ce qui était annoncé puisque |ADY | = |[ADX].

En conclusion, [ADY | = 90° — 15° = 75°.
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Question 4 — Géométrie synthétique (2) : “rayon du triple arc”

Sur un demi-cercle de centre O et de diametre [PQ)]
illustré ci-contre, les arcs PA AB et BC ont méme
longueur. Le point T est le pied de la perpendicu-
laire a la droite PC' passant par A.

Sachant que |PT| = 7cem et |TC| = 15¢m,
I'objectif de cette question est de déterminer le
rayon 7 du demi-cercle

4.a. Montrer que la longueur de la corde PB vaut 44/15 cm.

Soit NV le pied de la perpendiculaire & PC passant par B. Par symétrie (orthogonale dont 1’axe est
la médiatrice de [PC]), INC| = T7em et ABNT est un rectangle. De la, [TN| = 15¢cm — Tem =
8cm et |AB| = 8cem. De plus, |PA| = |AB| = |BC| = 8 em comme les cordes correspondantes
interceptent des arcs de méme longueur.

e Dans le triangle BNC, |BC|?> = |[NC|* + |BN|*. D’ou |BN| = v/15¢cm.

e Dans le triangle PBN, |PB|? = |PN|?> + |BN|?. D’ou |BP| = 4V/15 cm.

4.b. Sile point M est le milieu de [BC], montrer que les angles BPC et BOM ont méme amplitude.

L’amplitude des deux angles est liée a celle de BOC.

e [’angle inscrit BPC et I’angle au centre BOC interceptent le méme arc BC.
D’ou 2. |BPC| = |BOC].

e Comme M est le milieu de la corde [BC|, OM en est la médiatrice. Par ailleurs, le triangle
BOC est isocele puisque |BO| = |CO| = r. Des lors, OM est également bissectrice de
BOC et |BOC| =2-|BOM|.

En conclusion, |§P\C| = |m |.
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4.c. Déterminer la valeur du rayon.

Indice : faire apparaitre des similitudes impliquant les données précédentes.

Premiere facon : sinB/PTV = sinﬁP\C Lgin B/OTJ . r= 16 cm
1. Dans le triangle BPN rectangle en [V, sin BPN = % = % = }1.

2. Dans le triangle BOM rectangle en M, |[BM| = §|BC| = 4cm et sin BOM = 1BM _ dem

Deuxieme facon : les triangles BPN et BOM sont semblables.

En effet, ils sont rectangles en N et M et BPC Y BOM. Donc % = %, c’est-a-~dire

r 4em

4+/15cm B v1bem




